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บทคัดย่อ

วตัถปุระสงคห์ลกัของบทความนีเ้พือ่ศกึษาและหารปูแบบทัว่ไปของผลคณูของจำานวนหลายหลกัทีท่กุหลกั
เปน็เลขโดด กบัจำานวนเตม็บวกใด ๆ  สำาหรบัเพิม่ความสะดวกในการคำานวณและแสดงใหเ้หน็ถงึความสวยงามของ
การพสิจูนแ์ละรูปแบบทัว่ไปของผลคณูนี ้โดยทฤษฎบีททีใ่ชเ้ปน็หลกัในการพสิจูน ์คอืหลกัการอปุนยัเชงิคณติศาสตร ์
และใชจ้ำานวนเศษเหลอืเปน็เครือ่งมอืสำาคญัในการสรา้งเลขโดดดว้ย ผลการศกึษาพบวา่รปูแบบทัว่ไปของผลคณูของ
จำานวนหลายหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลขโดด กบัจำานวนเตม็บวก ทีไ่ดจ้ากการพสิจูนจ์ะขึน้อยูก่บัจำานวนของเลขโดด และ
จำานวน 10 n−  และ 1n −  พร้อมทั้งเสนอแนวทางการพัฒนาการศึกษาของบทความนี้ด้วย

Abstract

The objective of this article is to study and find a general form of the product  
of the many digit number that every digit is and any positive integer, for ease of  
calculation and show the beauty of a proof and a general form of this product. The 
main theorem for proof is the Principle of Mathematical Induction and use remainder 
numbers which is an important tool for the creation of a digit. The results showed that 
the general form of the product of the many digit number that every digit is and a 
positive integer obtained from the proof is depended on the number of and the numbers 
10 n−  and 1n − . The development of this study was suggested in this article.

คำาสำาคัญ: ผลคูณ, หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์, จำานวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด, จำานวนเศษเหลือ

Keywords: product, Principle of Mathematical Induction, many digit number that every 
digit is, remainder number
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บทนำา

คำาว่า “คณิตศาสตร์” ในที่นี้หมายความถึงคณิตศาสตร์บริสุทธิ์ที่ว่าด้วยทฤษฎีบทและการพิสูจน์  
ซึ่งการพิสูจน์จะต้องเป็นไปอย่างมีขั้นตอน เป็นระบบระเบียบ และความสวยงามที่เกิดจากการพิสูจน์ 
ทางคณิตศาสตร์นั้นเป็นเสน่ห์เฉพาะตัวที่หาไม่ได้ในศาสตร์อื่น ด้วยเหตุนี้ จึงทำาให้เกิดคำาถามในแบบ 
นักคณิตศาสตร์ขึ้นเกี่ยวกับความสวยงามของคณิตศาสตร์ที่เราสังเกตเห็นจากผลคูณของจำานวนหกหลักที่ 
ทกุหลกัเปน็เลขโดด กบัจำานวนเตม็บวกทีมี่ค่านอ้ยกวา่หรอืเทา่กบัสบิ ซึง่จะกลา่วถงึขอ้สงัเกตนีใ้นหวัขอ้ถดัไป  
โดยหวังว่าข้อสังเกตนี้จะนำาเราไปสู่รูปแบบทั่วไปที่แน่นอนของผลคูณของจำานวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็น
เลขโดด กบัจำานวนเตม็บวกใด ๆ  ได ้ฉะนัน้หากเราสามารถหารปูแบบทัว่ไปทีแ่นน่อนสำาหรบัการคำานวณหา
ผลคณูของจำานวนหลายหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลขโดด กบัจำานวนเตม็บวกใด ๆ  ไดก้จ็ะเปน็การเพิม่ความสะดวก 
แมน่ยำาและรวดเร็วใหม้ากขึน้นัน่เอง สำาหรับการประยกุตใ์ชจ้ำานวนเศษเหลอืในการหารปูแบบทัว่ไปทีแ่นน่อน
ทางพีชคณิตของจำานวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด นั้นได้ศึกษาในหลายบทความ ดังนี้ แสงประทีป  
นนกระโทก และอัยเรศ เอีย่มพนัธ ์(2555) ไดศ้กึษาและหารปูแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกกำาลงัสอง
ของจำานวนหลายหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลข กบัจำานวนหลายหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลข โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผล
การยกกำาลงัสองนีส้ามารถเขยีนอยูใ่นรปูแบบทัว่ไปทีแ่นน่อนได ้ดงันี ้สำาหรบัทกุจำานวนเตม็บวก n  จะไดว้า่

2

#(9) #(9) #(9) #(0)

(999 9) 999 9 999 9000 0
n n n n= = = =

+ =     

โดยที่สัญลักษณ์ #( )k  แทนจำานวนของจำานวนเต็ม k  ใด ๆ ที่เรียงติดกัน เช่น 
#(9) 6

999999
=


 

หรือ 
1

1 1 1 1 1

#( 8) 5

4 8 8 8 8 85
=


 

รุ่งธิวา ธิลาใจ และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2555) ได้ศึกษาและหารูปแบบทั่วไปของ

ผลคูณของจำานวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นเลข กับจำานวนหนึ่งหลัก โดยได้พบว่าผลคูณนี้สามารถเขียนอยู่
ในรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนได้ ดังนี้ สำาหรับทุกจำานวนเต็มบวก n  และ m  ซึ่ง 1 9m≤ ≤  และกำาหนดให้ 
9 qm r× =

 
โดยที่ 0 8q≤ ≤  และ 0 9r≤ ≤  จะได้ว่า

#(9) #(9) 1

999 9 999 9
n n

m q r
= = −

× =  

เมื่อ q r
 
แทนจำานวนเศษเหลือสำาหรับ 9 m×  โดยอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2554); ณัฐวุฒิ พลอาสา 

และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2556) ได้ให้นิยามของจำานวนเศษเหลือสำาหรับจำานวนเต็ม a  ดังนี้ กำาหนดให้ a  
เป็นจำานวนเต็มใด ๆ และ 10b =  จะได้ว่ามีผลหาร q  และเศษเหลือ r  ที่ทำาให้ 10a q r= ⋅ +  และ 
0 10r≤ <  นั่นคือ r  เป็นจำานวนหนึ่งหลักหรือเลขโดดนั่นเอง นิยามจำานวนเศษเหลือสำาหรับ a  โดย

 qa r=   (I)



045

ราชภัฏตะวันตกวารสารวิชาการ

Vol. 8 No. 1

 July - December 2013   

เช่น

         

และ 

         

เวทิน เกษรพรม และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2556) ได้ศึกษาและหารูปแบบทั่วไปของผลการ 
ยกกำาลังสองของจำานวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด 9  โดยได้พบว่าผลการยกกำาลังสองนี้สามารถ 
เขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนได้ ดังนี้ กำาหนดให้ n  เป็นจำานวนเต็มบวก จะได้ว่า

 

2

#(9) #(9) 1 #(0) 1

(999 9) 999 98000 01
n n n= = − = −

=    

ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2556) ได้นิยามเซตของจำานวนใน (I) ดังบทนิยาม
ต่อไปนี้

บทนิยาม 1 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ เอี่ยมพันธ์, 2556) กำาหนดให ้

 3 

เปนจํานวนเต็มใด ๆ และ 10b =  จะไดวามีผลหาร q  และเศษเหลือ r  ท่ีทําให 10a q r= ⋅ +  และ 
0 10r≤ <  นั่นคือ r  เปนจํานวนหนึ่งหลักหรือเลขโดดนั่นเอง นิยามจํานวนเศษเหลือสําหรับ a  
โดย 
 qa r=  (I) 
เชน 

0

0

0

0

0 0

1 1

2 2

9 9

=

=

=

=

M M M

 
1

1

1

1

10 0

11 1

12 2

19 9

=

=

=

=

M M M

 
2

2

2

2

20 0

21 1

22 2

29 9

=

=

=

=

M M M

 
10

10

10

10

100 0

101 1

102 2

109 9

=

=

=

=

M M M

 
25

25

25

25

250 0

251 1

252 2

259 9

=

=

=

=

M M M

 

และ  
0

1

1

1

0 0

1 9

2 8

9 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
1

2

2

2

10 0

11 9

12 8

19 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
2

3

3

3

20 0

21 9

22 8

29 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
10

11

11

11

100 0

101 9

102 8

109 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
25

26

26

26

250 0

251 9

252 8

259 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 

เวทิน เกษรพรม และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดศึกษาและหารูปแบบทั่วไปของผลการยกกําลัง
สองของจํานวนหลายหลักที่ทุกหลักเปนเลขโดด 9  โดยไดพบวาผลการยกกําลังสองนี้สามารถ
เขียนอยูในรูปแบบท่ัวไปที่แนนอนได ดังนี้ กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา 

2

#(9) #(9) 1 #(0) 1

(999 9) 999 98000 01
n n n= = − = −

=K K K14243 14243 14243  

ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดนิยามเซตของจํานวนใน (I) ดังบทนิยาม
ตอไปนี้ 

บทนิยาม 1 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) กําหนดให Z R  แทนเซตของจํานวน
ใน (I) ท้ังหมด นั่นคือ 
 { | ,q r q r= ∈Z ZR  และ 0 10}r≤ <  (II) 
และเรียกสมาชิกของ Z R  วา จํานวนเศษเหลือ (remainder number) 

 กอนท่ีจะกลาวถึงทฤษฎีบทหลักในหัวขอตอไป และนําทฤษฎีบทไปประยุกตใช เพื่อให
เขาใจผลลัพธจากทฤษฎีบทไดงายข้ึน จะแนะนําการแปลงจํานวนเศษเหลือกลับเปนเลขฐานสิบท่ี
ทุกคนคุนเคย 
 เพื่อความสะดวก จะเขียนจํานวนเศษเหลือ 0 r  ดวย r  สําหรับทุกจํานวนเต็ม 0 10r≤ <  

 แทนเซตของ
จำานวนใน (I) ทั้งหมด นั่นคือ
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เชน 

0

0

0

0
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1 1

2 2

9 9

=

=

=

=

M M M

 
1

1

1

1

10 0

11 1

12 2

19 9

=

=

=

=

M M M

 
2

2

2

2

20 0

21 1

22 2

29 9

=

=

=

=

M M M

 
10

10

10

10

100 0

101 1

102 2

109 9

=

=

=

=

M M M

 
25

25

25

25

250 0

251 1

252 2

259 9

=

=

=

=

M M M

 

และ  
0

1

1

1

0 0

1 9

2 8

9 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
1

2

2

2
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19 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =
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3

3

3

20 0
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−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M
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11
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11

100 0

101 9
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−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
25

26
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−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M
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2

#(9) #(9) 1 #(0) 1

(999 9) 999 98000 01
n n n= = − = −
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 กอนท่ีจะกลาวถึงทฤษฎีบทหลักในหัวขอตอไป และนําทฤษฎีบทไปประยุกตใช เพื่อให
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 และ 0 10}r≤ <  (II)

และเรียกสมาชิกของ 
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เวทิน เกษรพรม และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดศึกษาและหารูปแบบทั่วไปของผลการยกกําลัง
สองของจํานวนหลายหลักที่ทุกหลักเปนเลขโดด 9  โดยไดพบวาผลการยกกําลังสองนี้สามารถ
เขียนอยูในรูปแบบท่ัวไปที่แนนอนได ดังนี้ กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา 

2

#(9) #(9) 1 #(0) 1

(999 9) 999 98000 01
n n n= = − = −

=K K K14243 14243 14243  

ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดนิยามเซตของจํานวนใน (I) ดังบทนิยาม
ตอไปนี้ 

บทนิยาม 1 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) กําหนดให Z R  แทนเซตของจํานวน
ใน (I) ท้ังหมด นั่นคือ 
 { | ,q r q r= ∈Z ZR  และ 0 10}r≤ <  (II) 
และเรียกสมาชิกของ Z R  วา จํานวนเศษเหลือ (remainder number) 

 กอนท่ีจะกลาวถึงทฤษฎีบทหลักในหัวขอตอไป และนําทฤษฎีบทไปประยุกตใช เพื่อให
เขาใจผลลัพธจากทฤษฎีบทไดงายข้ึน จะแนะนําการแปลงจํานวนเศษเหลือกลับเปนเลขฐานสิบท่ี
ทุกคนคุนเคย 
 เพื่อความสะดวก จะเขียนจํานวนเศษเหลือ 0 r  ดวย r  สําหรับทุกจํานวนเต็ม 0 10r≤ <  

 ว่า จำานวนเศษเหลือ (remainder number)

ก่อนที่จะกล่าวถึงทฤษฎีบทหลักในหัวข้อต่อไป และนำาทฤษฎีบทไปประยุกต์ใช้ เพื่อให้เข้าใจ
ผลลัพธ์จากทฤษฎีบทได้ง่ายขึ้น จะแนะนำาการแปลงจำานวนเศษเหลือกลับเป็นเลขฐานสิบที่ทุกคนคุ้นเคย

เพื่อความสะดวก จะเขียนจำานวนเศษเหลือ 0 r  ด้วย r  สำาหรับทุกจำานวนเต็ม 0 10r≤ <  
และเพือ่ใหเ้ขา้ใจในผลลพัธข์องการประยกุตใ์ชท้ฤษฎบีทจากบทความนี ้จะแนะนำาการแปลงจำานวนเศษเหลอื 
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กรกฎาคม – ธันวาคม 2556

หัวข้อต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลักของบทความนี้ ซึ่งประกอบด้วยความสัมพันธ์ของ 
ผลคณูของจำานวนหกหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลขโดด 9  กบัจำานวนเตม็บวกทีม่คีา่นอ้ยกวา่หรอืเทา่กบัสบิ จนนำาไปสู ่
การศกึษาผลคณูของจำานวนหลายหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลขโดด 9  กบัจำานวนเตม็บวกใด ๆ  อกีทัง้ยงัใหต้วัอยา่ง
ที่ได้ประยุกต์ใช้ผลการศึกษาด้วย

ข้อสังเกตและรูปแบบทั่วไปที่แน่นอน

จากการสังเกตผลคูณของจำานวนหกหลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด 9  กับจำานวนเต็มบวก n  เมื่อ 
ทำาใหเ้ราพบความสมัพนัธบ์างอยา่งทีน่า่สนใจของผลคณู 999999 n×  และเขยีนแสดงความสมัพนัธไ์ดด้งันี้

   

    (III)

สังเกตว่าจำานวนของเลขโดด 9  ของจำานวน 999999  เท่ากับ 6  นั้นมีผลต่อผลคูณของจำานวน 
999999  กับจำานวนเต็มบวก n  ซึ่งเลขโดดหลักหน่วยของผลคูณ คือเลขโดด 10 n− , เลขโดดหลักล้าน 
ของผลคูณ คือเลขโดด 1n −  และเลขโดดหลักที่เหลือ คือเลขโดด 9  ซึ่งมีจำานวนเท่ากับ 5  นั่นคือ  
ผลคูณของจำานวน 999999  กับจำานวนเต็มบวก n  เท่ากับ ( 1)99999(10 )n n− −  เมื่อ 1 10n≤ ≤

ตวัอยา่งตอ่ไปนีจ้ะนำาไปสูก่ารศกึษาของบทความนี ้โดยเริม่คาดเดาจากขอ้สงัเกตทีเ่ราพบเปน็จรงิ
สำาหรับจำานวนเต็มบวก 11n =

23 1 18 2

3 2 1

1

8 47 9 9 745 (8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745
148 7 1745

314(8 2)(7 1)1745
314 081745
31(4 1)081745
315081745

= + + + +
=
= + +
=
= +
=

999999 1 0999999

999999 2 1999998

999999 3 2999997

999999 4 3999996

999999 5 4999995

999999 6 5999994

999999 7 6999993

999999 8 7999992

999999 9 8999991

999999 10 9999990

× =

× =

× =

× =

× =

× =

× =

× =

× =

× =
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ตัวอย่าง 2 จงหาผลลัพธ์ของ 999999 11×

วิธทีำา ลองประยกุตใ์ชข้อ้สงัเกตทีเ่ราพบกบัจำานวนเตม็บวก 11n =  และการแปลงจำานวนเตม็ใด ๆ   
เป็นจำานวนเศษเหลือ จะได้ว่า 110 0=  และ 110 11 1 9−− = − =  ฉะนั้นผลลัพธ์ของ 999999 11×  
สามารถคำานวณได้จากข้อสังเกต ดังนี้

และจากการคำานวณด้วยวิธีปกติ จะได้ว่า 999999 11 10999989× =  ดังนั้นผลลัพธ์จาก
การคำานวณผลคูณ 999999 11×  ด้วยวิธีจากข้อสังเกตที่เราพบนั้นถูกต้อง      

จากตัวอย่าง 2 เราพบว่าผลลัพธ์ที่ได้มีลักษณะเหมือนกับข้อสังเกตที่พบ ทำาให้เกิดคำาถามขึ้น
ดังต่อไปนี้

1. สามารถเขียนรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนของผลคูณของจำานวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด  
9  กับจำานวนเต็มบวกใด ๆ ได้หรือไม่

2. หากสามารถเขียนรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนของผลคูณของจำานวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็น 
เลขโดด 9  กับจำานวนเต็มบวกใด ๆ ได้ แล้วรูปแบบทั่วไปของผลคูณนี้มีลักษณะเหมือนกับข้อสังเกต 
ที่เราพบหรือไม่

การแปลงจำานวนเต็มบวกเป็นจำานวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นว่าทำาได้ง่าย แต่หากจะแปลง
จำานวนเต็มลบเป็นจำานวนเศษเหลือนั้นทำาได้ไม่ง่ายนัก ดังนั้นบทตั้ง 3 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ  
เอี่ยมพันธ์, 2556) มีประโยชน์อย่างมากสำาหรับการแปลงจำานวนเต็มลบเป็นจำานวนเศษเหลือ โดยได้แสดง
ให้เห็นถึงลักษณะของจำานวนเศษเหลอืของจำานวนเตม็ลบดว้ย ยิง่ไปกวา่นัน้ยงัไดน้ยิามการดำาเนนิการทวภิาค 
(binary operation)  บน 
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ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดนิยามเซตของจํานวนใน (I) ดังบทนิยาม
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บทนิยาม 1 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) กําหนดให Z R  แทนเซตของจํานวน
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 { | ,q r q r= ∈Z ZR  และ 0 10}r≤ <  (II) 
และเรียกสมาชิกของ Z R  วา จํานวนเศษเหลือ (remainder number) 

 กอนท่ีจะกลาวถึงทฤษฎีบทหลักในหัวขอตอไป และนําทฤษฎีบทไปประยุกตใช เพื่อให
เขาใจผลลัพธจากทฤษฎีบทไดงายข้ึน จะแนะนําการแปลงจํานวนเศษเหลือกลับเปนเลขฐานสิบท่ี
ทุกคนคุนเคย 
 เพื่อความสะดวก จะเขียนจํานวนเศษเหลือ 0 r  ดวย r  สําหรับทุกจํานวนเต็ม 0 10r≤ <  
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( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s

a r s r s a
+

+ +

+ ≤ + ≤
=  + ≥ + =

(  สำาหรับทุก 

และได้พิสูจน์ว่า 

 6 

การดําเนินการทวิภาค (binary operation) (  บน Z R  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s

a r s r s a
+

+ +

+ ≤ + ≤⎧
= ⎨ + ≥ + =⎩

( สําหรับทุก ,q tr s∈ Z R  

และไดพิสูจนวา ,Z R (  เปนกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกลาวไวดังนี้ กรุป (group) (Rotman, 
2005) คือระบบคณิตศาสตร ,G  เมื่อ  เปนการดําเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  
(บางคร้ังเราเรียกวาฟงกชัน  สอดคลองสมบัติการปด (closure property)) ซ่ึงสอดคลองกับสมบัติ
สามขอ คือสมบัติการเปลี่ยนหมู (associative property) มีเอกลักษณซาย (left identity) และทุก
สมาชิกมีตัวผกผันซาย (left inverse) 

บทตั้ง 3 ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ. (2556) กําหนดให n∈N  ซ่ึง qn r=  ดังนั้น 

 
( 1)

0 ; 0

(10 ) ; 0
q

q

r
n

r r
−

− +

=⎧⎪− = ⎨
− ≠⎪⎩

 (IV) 

 จากการดําเนินการทวิภาค (  บนกรุปของจํานวนเศษเหลือ Z R  พบวา (มัณทิยา ครุทธ
มงคล และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556)  

110 9 10 (9 ) 0 (9 )n n n− + = + − = −(  
สําหรับทุกจํานวนนับ n  เม่ือ 9 n−  จะตองถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ ฉะนั้นโดยบทต้ัง 3 ทําให
เราแปลงจํานวน 9 n−  เปนจํานวนเศษเหลือไดดังนี้ 

0

( 1)

(9 ) ; 9
9

(10 ) ; 10, 9q q

n n
n

r n n r− +

− ≤⎧⎪− = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

 

ทําใหไดวา 
0

1
( 1)

1

(9 ) ; 9
10 9 0

(10 ) ; 10, 9

(9 ) ; 9

(10 ) ; 10, 9

q q

q q

n n
n

r n n r

n n

r n n r

− +

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

− ≤⎧⎪= ⎨
− ≥ − =⎪⎩

(

 

ดังนั้นเราสรุปไดเปนบทตั้งตอไปน้ี 

บทตั้ง 4 (มัณทิยา ครุทธมงคล และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) สําหรับทุกจํานวนนับ n  จะไดวา 
1

1

(9 ) ; 9
10 9

(10 ) ; 10, 9

(9 )

q q

n n
n

r n n r

n

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

= −

 

เม่ือ 9 n−  ถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ 

เป็นกรุป (group) ซึ่งนิยามของกรุปกล่าวไว้ดังนี้ กรุป (group) 
(Rotman, 2005) คือระบบคณิตศาสตร์ ,G �

 
เมื่อ  เป็นการดำาเนินการทวิภาค (binary operation) 

บน G  (บางครั้งเราเรียกว่าฟังก์ชัน  สอดคล้องสมบัติการปิด (closure property)) ซึ่งสอดคล้องกับ
สมบัติสามข้อ คือสมบัติการเปลี่ยนหมู่ (associative property) มีเอกลักษณ์ซ้าย (left identity) และ
ทุกสมาชิกมีตัวผกผันซ้าย (left inverse)

1 1

999999 11 (11 1)99999(10 11)

(10)99999( 1)

099999 9

109999(9 ( 1))9

10999989

−

× = − −

= −

=

= + −

=
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การดําเนินการทวิภาค (binary operation) (  บน Z R  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s

a r s r s a
+

+ +

+ ≤ + ≤⎧
= ⎨ + ≥ + =⎩

( สําหรับทุก ,q tr s∈ Z R  

และไดพิสูจนวา ,Z R (  เปนกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกลาวไวดังนี้ กรุป (group) (Rotman, 
2005) คือระบบคณิตศาสตร ,G  เมื่อ  เปนการดําเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  
(บางคร้ังเราเรียกวาฟงกชัน  สอดคลองสมบัติการปด (closure property)) ซ่ึงสอดคลองกับสมบัติ
สามขอ คือสมบัติการเปลี่ยนหมู (associative property) มีเอกลักษณซาย (left identity) และทุก
สมาชิกมีตัวผกผันซาย (left inverse) 

บทตั้ง 3 ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ. (2556) กําหนดให n∈N  ซ่ึง qn r=  ดังนั้น 

 
( 1)

0 ; 0

(10 ) ; 0
q

q

r
n

r r
−

− +

=⎧⎪− = ⎨
− ≠⎪⎩

 (IV) 

 จากการดําเนินการทวิภาค (  บนกรุปของจํานวนเศษเหลือ Z R  พบวา (มัณทิยา ครุทธ
มงคล และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556)  

110 9 10 (9 ) 0 (9 )n n n− + = + − = −(  
สําหรับทุกจํานวนนับ n  เม่ือ 9 n−  จะตองถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ ฉะนั้นโดยบทต้ัง 3 ทําให
เราแปลงจํานวน 9 n−  เปนจํานวนเศษเหลือไดดังนี้ 

0

( 1)

(9 ) ; 9
9

(10 ) ; 10, 9q q

n n
n

r n n r− +

− ≤⎧⎪− = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

 

ทําใหไดวา 
0

1
( 1)

1

(9 ) ; 9
10 9 0

(10 ) ; 10, 9

(9 ) ; 9

(10 ) ; 10, 9

q q

q q

n n
n

r n n r

n n

r n n r

− +

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

− ≤⎧⎪= ⎨
− ≥ − =⎪⎩

(

 

ดังน้ันเราสรุปไดเปนบทตั้งตอไปน้ี 

บทตั้ง 4 (มัณทิยา ครุทธมงคล และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) สําหรับทุกจํานวนนับ n  จะไดวา 
1

1

(9 ) ; 9
10 9

(10 ) ; 10, 9

(9 )

q q

n n
n

r n n r

n

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

= −

 

เม่ือ 9 n−  ถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ 
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บทตัง้ 3 ณฐัวฒุ ิพลอาสา และอยัเรศ เอีย่มพนัธ.์ (2556) กำาหนดให ้
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การดําเนินการทวิภาค (binary operation) (  บน Z R  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s

a r s r s a
+

+ +

+ ≤ + ≤⎧
= ⎨ + ≥ + =⎩

( สําหรับทุก ,q tr s∈ Z R  

และไดพิสูจนวา ,Z R (  เปนกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกลาวไวดังนี้ กรุป (group) (Rotman, 
2005) คือระบบคณิตศาสตร ,G  เมื่อ  เปนการดําเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  
(บางคร้ังเราเรียกวาฟงกชัน  สอดคลองสมบัติการปด (closure property)) ซ่ึงสอดคลองกับสมบัติ
สามขอ คือสมบัติการเปลี่ยนหมู (associative property) มีเอกลักษณซาย (left identity) และทุก
สมาชิกมีตัวผกผันซาย (left inverse) 

บทตั้ง 3 ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ. (2556) กําหนดให n∈N  ซ่ึง qn r=  ดังนั้น 

 
( 1)

0 ; 0

(10 ) ; 0
q

q

r
n

r r
−

− +

=⎧⎪− = ⎨
− ≠⎪⎩

 (IV) 

 จากการดําเนินการทวิภาค (  บนกรุปของจํานวนเศษเหลือ Z R  พบวา (มัณทิยา ครุทธ
มงคล และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556)  

110 9 10 (9 ) 0 (9 )n n n− + = + − = −(  
สําหรับทุกจํานวนนับ n  เม่ือ 9 n−  จะตองถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ ฉะนั้นโดยบทต้ัง 3 ทําให
เราแปลงจํานวน 9 n−  เปนจํานวนเศษเหลือไดดังนี้ 

0

( 1)

(9 ) ; 9
9

(10 ) ; 10, 9q q

n n
n

r n n r− +

− ≤⎧⎪− = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

 

ทําใหไดวา 
0

1
( 1)

1

(9 ) ; 9
10 9 0

(10 ) ; 10, 9

(9 ) ; 9

(10 ) ; 10, 9

q q

q q

n n
n

r n n r

n n

r n n r

− +

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

− ≤⎧⎪= ⎨
− ≥ − =⎪⎩

(

 

ดังน้ันเราสรุปไดเปนบทตั้งตอไปน้ี 

บทตั้ง 4 (มัณทิยา ครุทธมงคล และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) สําหรับทุกจํานวนนับ n  จะไดวา 
1

1

(9 ) ; 9
10 9

(10 ) ; 10, 9

(9 )

q q

n n
n

r n n r

n

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

= −

 

เม่ือ 9 n−  ถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ 

 ซึง่ qn r=  
ดงันัน้

 

    (IV)

 

จากการดำาเนินการทวิภาค ( บนกรุปของจำานวนเศษเหลือ 

 3 

เปนจํานวนเต็มใด ๆ และ 10b =  จะไดวามีผลหาร q  และเศษเหลือ r  ท่ีทําให 10a q r= ⋅ +  และ 
0 10r≤ <  นั่นคือ r  เปนจํานวนหนึ่งหลักหรือเลขโดดนั่นเอง นิยามจํานวนเศษเหลือสําหรับ a  
โดย 
 qa r=  (I) 
เชน 

0

0

0

0

0 0

1 1

2 2

9 9

=

=

=

=

M M M

 
1

1

1

1

10 0

11 1

12 2

19 9

=

=

=

=

M M M

 
2

2

2

2

20 0

21 1

22 2

29 9

=

=

=

=

M M M

 
10

10

10

10

100 0

101 1

102 2

109 9

=

=

=

=

M M M

 
25

25

25

25

250 0

251 1

252 2

259 9

=

=

=

=

M M M

 

และ  
0

1

1

1

0 0

1 9

2 8

9 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
1

2

2

2

10 0

11 9

12 8

19 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
2

3

3

3

20 0

21 9

22 8

29 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
10

11

11

11

100 0

101 9

102 8

109 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
25

26

26

26

250 0

251 9

252 8

259 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 

เวทิน เกษรพรม และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดศึกษาและหารูปแบบทั่วไปของผลการยกกําลัง
สองของจํานวนหลายหลักที่ทุกหลักเปนเลขโดด 9  โดยไดพบวาผลการยกกําลังสองนี้สามารถ
เขียนอยูในรูปแบบท่ัวไปที่แนนอนได ดังนี้ กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา 

2

#(9) #(9) 1 #(0) 1

(999 9) 999 98000 01
n n n= = − = −

=K K K14243 14243 14243  

ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดนิยามเซตของจํานวนใน (I) ดังบทนิยาม
ตอไปนี้ 

บทนิยาม 1 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) กําหนดให Z R  แทนเซตของจํานวน
ใน (I) ท้ังหมด นั่นคือ 
 { | ,q r q r= ∈Z ZR  และ 0 10}r≤ <  (II) 
และเรียกสมาชิกของ Z R  วา จํานวนเศษเหลือ (remainder number) 

 กอนท่ีจะกลาวถึงทฤษฎีบทหลักในหัวขอตอไป และนําทฤษฎีบทไปประยุกตใช เพื่อให
เขาใจผลลัพธจากทฤษฎีบทไดงายข้ึน จะแนะนําการแปลงจํานวนเศษเหลือกลับเปนเลขฐานสิบท่ี
ทุกคนคุนเคย 
 เพื่อความสะดวก จะเขียนจํานวนเศษเหลือ 0 r  ดวย r  สําหรับทุกจํานวนเต็ม 0 10r≤ <  

 พบว่า (มัณทิยา ครุทธมงคล 
และ อัยเรศ เอี่ยมพันธ์, 2556) 

110 9 10 (9 ) 0 (9 )n n n− + = + − = −(

ส ำาหรับทุกจำานวนนับ n  เมื่อ 9 n−  จะต้องถูกแปลงเป็นจำานวนเศษเหลือ ฉะนั้นโดยบทตั้ง 3 ทำาให้เรา
แปลงจำานวน 9 n−  เป็นจำานวนเศษเหลือได้ดังนี้

        
0

( 1)

(9 ) ; 9
9

(10 ) ; 10, 9q q

n n
n

r n n r− +

− ≤− = 
− ≥ − =

ทำาให้ได้ว่า

    

0
1

( 1)

1

(9 ) ; 9
10 9 0

(10 ) ; 10, 9

(9 ) ; 9

(10 ) ; 10, 9

q q

q q

n n
n

r n n r

n n

r n n r

− +

−

− ≤− + = 
− ≥ − =

− ≤= 
− ≥ − =

(

ดังนั้นเราสรุปได้เป็นบทตั้งต่อไปนี้

บทตัง้ 4 (มณัทยิา ครุทธมงคล และ อยัเรศ เอีย่มพนัธ,์ 2556) สำาหรบัทกุจำานวนนบั n  จะไดว้า่

 

1

1

(9 ) ; 9
10 9

(10 ) ; 10, 9

(9 )

q q

n n
n

r n n r

n

−

− ≤− + = 
− ≥ − =

= −

เมื่อ 9 n−  ถูกแปลงเป็นจำานวนเศษเหลือ

โดยบทตั้ง ทำาให้เราสามารถหารูปแบบทั่วไปของผลคูณของจำานวน 999999  กับจำานวน 
เต็มบวกใด ๆ ได้ ดังทฤษฎีบทต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 5 สำาหรับทุกจำานวนเต็มบวก n  จะได้ว่า

     (V)

( 1)

0 ; 0

(10 ) ; 0
q

q

r
n

r r
−

− +

=− = 
− ≠

#(9) 5

999999 ( 1)99999(10 )n n n
=

× = − −
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การพิสูจน์ กำาหนดให้ ( )P n  แทนข้อความ

 

สำาหรับทุกจำานวนเต็มบวก n  เนื่องจาก 
 

จะได้ว่า (1)P  เป็นจริง สมมติว่า ( )P k  เป็นจริง สำาหรับจำานวนเต็มบวก k  นั่นคือ

 

เราจะแสดงว่า ( 1)P k +  เป็นจริง พิจารณา 

#(9) 5

999999 ( 1)99999(10 )n n n
=

× = − −

#(9) 5

999999 1 0999999

(1 1)99999(10 1)
=

× =

= − −

#(9) 5

999999 ( 1)99999(10 )k k k
=

× = − −

1

1

#(9) 5 #(9) 5

1 1 1 1 1

#( 8) 5

1 1 1 1 1 1

#( 8) 5

#(9) 5

#(9) 5

999999 ( 1) (999999 ) (999999 1)

( 1)99999(10 ) 0999999

( 1) 8 8 8 8 8(10 9)

( 1) 8 8 8 8 8 (9 )

( 1 1)99999(9 )

99999(9 )

((

k k

k k

k k

k k

k k

k k

k

= =

=

=

=

=

× + = × + ×

= − − +

= − − +

= − −

= − + −

= −

= +

 









#(9) 5

1) 1)99999(10 ( 1))k
=

− − +

ฉะนั้น ( 1)P k +  เป็นจริง ดังนั้นโดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ จะได้ว่า

 

สำาหรับทุกจำานวนเต็มบวก n  

#(9) 5

999999 ( 1)99999(10 )n n n
=

× = − −
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ตัวอย่าง 6 จงหาค่าของ 999999 39×

วิธีทำา โดยบทตั้ง 3 และทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า

#(9) 5

3 3
#(9) 5

999999 39 (38)99999( 29)

899999 1

38999961

=

−
=

× = −

=

=





ตรวจคำาตอบด้วยคอมพิวเตอร์

ภาพที่ 1: ผลคูณ 999999 39×

ตัวอย่าง 7 จงหาค่าของ 999999 987654321×

วิธีทำา โดยบทตั้ง 3 และทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า

 8 

#(9) 5

3 3
#(9) 5

999999 39 (38)99999( 29)

899999 1

38999961

=

−
=

× = −

=

=

123

123  

ตรวจคําตอบดวยคอมพิวเตอร 

 
ภาพท่ี 1: ผลคูณ 999999 39×  

ตัวอยาง 7 จงหาคาของ 999999 987654321×  
วิธีทํา โดยบทตั้ง 3 และทฤษฎีบท 5 จะไดวา 

#(9) 5

98765432 98765432
#(9) 5

999999 987654321 (987654320)99999( 987654311)

099999 9

987653333345679

=

−
=

× = −

=

=

123

123  

ตรวจคําตอบดวยคอมพิวเตอร 

 
ภาพท่ี 2: ผลคูณ 999999 987654321×  

 ในทํานองเดียวเดียวกับการพิสูจนทฤษฎีบท 5 เราสามารถหารูปแบบทั่วไปของผลคูณของ
เลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวกใด ๆ ได ดังบทแทรกตอไปน้ี 

บทแทรก 8 สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  จะไดวา 
 9 ( 1)(10 )n n n× = − −  (VI) 

 จากบทแทรก 8 และหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรบนจํานวนหลักของจํานวนหลายหลักท่ี
ทุกหลักเปนเลขโดด 9  เราสามารถหารูปแบบท่ัวไปของผลคูณของจํานวนหลายหลักท่ีทุกหลักเปน
เลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวกใด ๆ ได ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

 

 8 

#(9) 5

3 3
#(9) 5

999999 39 (38)99999( 29)

899999 1

38999961

=

−
=

× = −

=

=

123

123  

ตรวจคําตอบดวยคอมพิวเตอร 

 
ภาพท่ี 1: ผลคูณ 999999 39×  

ตัวอยาง 7 จงหาคาของ 999999 987654321×  
วิธีทํา โดยบทตั้ง 3 และทฤษฎีบท 5 จะไดวา 

#(9) 5

98765432 98765432
#(9) 5

999999 987654321 (987654320)99999( 987654311)

099999 9

987653333345679

=

−
=

× = −

=

=

123

123  

ตรวจคําตอบดวยคอมพิวเตอร 

 
ภาพท่ี 2: ผลคูณ 999999 987654321×  

 ในทํานองเดียวเดียวกับการพิสูจนทฤษฎีบท 5 เราสามารถหารูปแบบทั่วไปของผลคูณของ
เลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวกใด ๆ ได ดังบทแทรกตอไปน้ี 

บทแทรก 8 สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  จะไดวา 
 9 ( 1)(10 )n n n× = − −  (VI) 

 จากบทแทรก 8 และหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรบนจํานวนหลักของจํานวนหลายหลักท่ี
ทุกหลักเปนเลขโดด 9  เราสามารถหารูปแบบท่ัวไปของผลคูณของจํานวนหลายหลักท่ีทุกหลักเปน
เลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวกใด ๆ ได ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

 

#(9) 5

98765432 98765432
#(9) 5

999999 987654321 (987654320)99999( 987654311)

099999 9

987653333345679

=

−
=

× = −

=

=





ตรวจคำาตอบด้วยคอมพิวเตอร์

ภาพที่ 2: ผลคูณ 999999 987654321×
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ในทำานองเดียวเดียวกับการพิสูจน์ทฤษฎีบท 5 เราสามารถหารูปแบบทั่วไปของผลคูณของ 
เลขโดด 9  กับจำานวนเต็มบวกใด ๆ ได้ ดังบทแทรกต่อไปนี้

บทแทรก 8 สำาหรับทุกจำานวนเต็มบวก n  จะได้ว่า

    (VI)

จากบทแทรก 8 และหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนจำานวนหลักของจำานวนหลายหลักที่ 
ทกุหลกัเปน็เลขโดด 9  เราสามารถหารูปแบบทัว่ไปของผลคณูของจำานวนหลายหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลขโดด 9   
กับจำานวนเต็มบวกใด ๆ ได้ ดังทฤษฎีบทต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 9 สำาหรับทุกจำานวนเต็มบวก n  และ m  จะได้ว่า

     (VII)

การพิสูจน์ กำาหนดให้ ( )P m  แทนข้อความ

 

สำาหรับทกุจำานวนเตม็บวก m  โดยบทแทรก 8 จะไดว้า่ (1)P  เปน็จรงิ สมมตวิา่ ( )P k  เปน็จรงิ  
สำาหรับจำานวนเต็มบวก k  นั่นคือ

 

เราจะแสดงว่า ( 1)P k +  เป็นจริง พิจารณา 

9 ( 1)(10 )n n n× = − −

#(9) #(9) 1

999 9 ( 1)999 9(10 )
m m

n n n
= = −

× = − −  

#(9) #(9) 1

999 9 ( 1)999 9(10 )
m m

n n n
= = −

× = − −  

#(9) #(9) 1

999 9 ( 1)999 9(10 )
k k

n n n
= = −

× = − −  

#(9) 1 #(0) #(9)

#(0) #(9)

#(0) #(9) 1

#(9) 1

999 9 (9000 0 999 9)

(9000 0 ) (999 9 )

( 1)(10 )000 0 ( 1)999 9(10 )

( 1)((10 ) ( 1))999 9(1

k k k

k k

k k

k

n n

n n

n n n n

n n n

= + = =

= =

= = −

= −

× = + ×

= × + ×

= − − + − −

= − − + −

    

  

  



#(9) 1

#(9)

0 )

( 1)9999 9(10 )

( 1)999 9(10 )
k

k

n

n n

n n
= −

=

−

= − −

= − −
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ฉะนั้น ( 1)P k +  เป็นจริง ดังนั้นโดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ จะได้ว่า

 

สำาหรับทุกจำานวนเต็มบวก n  และ m   

ตัวอย่าง 10 จงหาค่าของ 

วิธีทำา โดยบทตั้ง 3 และทฤษฎีบท 9 จะได้ว่า

#(9) #(9) 1

999 9 ( 1)999 9(10 )
m m

n n n
= = −

× = − −  

#(9) 21

999 9 4321
=

… ×

#(9) 21 #(9) 20

432 432
#(9) 20

999 9 4321 (4320)999 9( 4311)

0999 9 9

4320999999999999999995679

= =

−
=

× = −

=

=

  



ตรวจคำาตอบด้วยคอมพิวเตอร์

ภาพที่ 3: ผลคูณ 

บทสรุปและแนวทางการพัฒนาการศึกษา

จากการศึกษาเร่ืองผลคูณของจำานวนหกหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลขโดด 9  กบัจำานวนเตม็บวก n  เมือ่ 
1 10n≤ ≤  ทำาให้ได้รูปแบบทั่วไปที่แน่นอนของผลคูณของจำานวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด 9  กับ
จำานวนเต็มบวกใด ๆ โดยอาศัยทฤษฎีบทที่รู้จักกันดี กล่าวคือหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ และจำานวน
เศษเหลือสำาหรับการแปลงจำานวนเต็มใด ๆ มาช่วยในการพิสูจน์ ซึ่งตอบปัญหาทั้งสองข้อของเราได้ ดังนี้

1. เราสามารถเขียนรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนของผลคูณของจำานวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็น 
เลขโดด 9  กับจำานวนเต็มบวกใด ๆ ได้ดังทฤษฎีบท 9 และสรุปเป็นสูตรสำาหรับทุกจำานวนเต็มบวก n  
และ m  ได้ดังนี้

 10

ตรวจคําตอบดวยคอมพิวเตอร 

 
ภาพท่ี 3: ผลคูณ 

#(9) 21

999 9 4321
=

×K14243  

บทสรุปและแนวทางการพัฒนาการศึกษา 

 จากการศึกษาเร่ืองผลคูณของจํานวนหกหลักท่ีทุกหลักเปนเลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวก 
n  เม่ือ 1 10n≤ ≤  ทําใหไดรูปแบบท่ัวไปที่แนนอนของผลคูณของจํานวนหลายหลักท่ีทุกหลักเปน
เลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวกใด ๆ โดยอาศัยทฤษฎีบทท่ีรูจักกันดี กลาวคือหลักการอุปนัยเชิง
คณิตศาสตร และจํานวนเศษเหลือสําหรับการแปลงจํานวนเต็มใด ๆ มาชวยในการพิสูจน ซ่ึงตอบ
ปญหาท้ังสองขอของเราได ดังนี้ 

1. เราสามารถเขียนรูปแบบท่ัวไปที่แนนอนของผลคูณของจํานวนหลายหลักท่ีทุกหลักเปน
เลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวกใด ๆ ไดดังทฤษฎีบท 9 และสรุปเปนสูตรสําหรับทุก
จํานวนเต็มบวก n  และ m  ไดดังนี้ 

#(9) #(9) 1

999 9 ( 1)999 9(10 )
m m

n n n
= = −

× = − −K K14243 14243  

2. รูปแบบท่ัวไปท่ีแนนอนที่ไดดังทฤษฎีบท 9 นั้นมีลักษณะเหมือนกับขอสังเกตท่ีเราพบ
ใน (III) นั่นคือผลคูณของจํานวน m  หลักท่ีทุกหลักเปนเลขโดด 9   กับจํานวนเต็มบวก 
n  จะอยูในรูปของจํานวนเศษเหลือ โดยที่เลขหลักหนวย คือ 10 n− , เลขหลักท่ีมาก
ท่ีสุด คือ 1n −  และเลขหลักท่ีเหลือ คือเลขโดด 9  ซ่ึงมีจํานวนเทากับ 1m −  

 จากบทความนี้และบทความอ่ืน ๆ ท่ีไดกลาวถึง ผูอานจะสังเกตเห็นวาจํานวนเศษเหลือมี
ประโยชนอยางมากสําหรับการศึกษาลักษณะทางพีชคณิตตาง ๆ ของจํานวนเต็ม ฉะนั้นหากผูอาน
เร่ิมทําการศึกษาลักษณะทางพีชคณิตท่ีนาสนใจของจํานวนเต็มเชนเดียวกับบทความนี้ ผูเขียนคาดวา
นาจะไดสูตรสําหรับการคํานวณเชนกันและสูตรที่ไดจากการศึกษาจะเปนการชวยเพิ่มความสะดวก
ในการคํานวณตาง ๆ และนอกจากผลการศึกษาที่ไดรับแลว ผูอานจะไดพบกับความสวยงามของ
รูปแบบท่ัวไปและการพิสูจนอีกดวย 
 
 

#(9) #(9) 1

999 9 ( 1)999 9(10 )
m m

n n n
= = −

× = − −  
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2. รูปแบบทั่วไปที่แน่นอนที่ได้ดังทฤษฎีบท 9 นั้นมีลักษณะเหมือนกับข้อสังเกตที่เราพบใน 
(III) นั่นคือผลคูณของจำานวน m  หลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด 9  กับจำานวนเต็มบวก n  จะอยู่ในรูปของ
จำานวนเศษเหลือ โดยที่เลขหลักหน่วย คือ 10 n− , เลขหลักที่มากที่สุด คือ 1n −  และเลขหลักที่เหลือ 
คือ เลขโดด 9  ซึ่งมีจำานวนเท่ากับ 1m −

จากบทความนีแ้ละบทความอืน่ ๆ  ทีไ่ดก้ลา่วถงึ ผูอ้า่นจะสงัเกตเหน็วา่จำานวนเศษเหลอืมปีระโยชน์
อย่างมากสำาหรับการศึกษาลักษณะทางพีชคณิตต่าง ๆ ของจำานวนเต็ม ฉะนั้นหากผู้อ่านเริ่มทำาการศึกษา
ลักษณะทางพีชคณิตที่น่าสนใจของจำานวนเต็มเช่นเดียวกับบทความนี้ ผู้เขียนคาดว่าน่าจะได้สูตรสำาหรับ
การคำานวณเช่นกันและสูตรที่ได้จากการศึกษาจะเป็นการช่วยเพ่ิมความสะดวกในการคำานวณต่าง ๆ และ
นอกจากผลการศึกษาที่ได้รับแล้ว ผู้อ่านจะได้พบกับความสวยงามของรูปแบบทั่วไปและการพิสูจน์อีกด้วย

กิตติกรรมประกาศ

บทความนี้ได้รับการสนับสนุนจากกลุ่มวิจัย : Group for Young Algebraists in Uni-
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