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บทคัดย่อ

วตัถปุระสงคห์ลกัของบทความนีเ้พือ่ศกึษาและหารปูแบบทัว่ไปของผลคณูของจำ�นวนหลายหลกัทีท่กุหลกั
เปน็เลขโดด กบัจำ�นวนเตม็บวกใด ๆ  สำ�หรบัเพิม่ความสะดวกในการคำ�นวณและแสดงใหเ้หน็ถงึความสวยงามของ
การพสิจูนแ์ละรูปแบบทัว่ไปของผลคณูนี ้โดยทฤษฎบีททีใ่ชเ้ปน็หลกัในการพสิจูน ์คอืหลกัการอปุนยัเชงิคณติศาสตร ์
และใชจ้ำ�นวนเศษเหลอืเปน็เครือ่งมอืสำ�คญัในการสรา้งเลขโดดดว้ย ผลการศกึษาพบวา่รปูแบบทัว่ไปของผลคณูของ
จำ�นวนหลายหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลขโดด กบัจำ�นวนเตม็บวก ทีไ่ดจ้ากการพสิจูนจ์ะขึน้อยูก่บัจำ�นวนของเลขโดด และ
จำ�นวน 10 n−  และ 1n −  พร้อมทั้งเสนอแนวทางการพัฒนาการศึกษาของบทความนี้ด้วย

Abstract

The objective of this article is to study and find a general form of the product  
of the many digit number that every digit is and any positive integer, for ease of  
calculation and show the beauty of a proof and a general form of this product. The 
main theorem for proof is the Principle of Mathematical Induction and use remainder 
numbers which is an important tool for the creation of a digit. The results showed that 
the general form of the product of the many digit number that every digit is and a 
positive integer obtained from the proof is depended on the number of and the numbers 
10 n−  and 1n − . The development of this study was suggested in this article.

คำ�สำ�คัญ: ผลคูณ, หลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์, จำ�นวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด, จำ�นวนเศษเหลือ

Keywords: product, Principle of Mathematical Induction, many digit number that every 
digit is, remainder number
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บทนำ�

คำ�ว่า “คณิตศาสตร์” ในที่นี้หมายความถึงคณิตศาสตร์บริสุทธิ์ที่ว่าด้วยทฤษฎีบทและการพิสูจน์  
ซึ่งการพิสูจน์จะต้องเป็นไปอย่างมีขั้นตอน เป็นระบบระเบียบ และความสวยงามที่เกิดจากการพิสูจน์ 
ทางคณิตศาสตร์นั้นเป็นเสน่ห์เฉพาะตัวที่หาไม่ได้ในศาสตร์อื่น ด้วยเหตุนี้ จึงทำ�ให้เกิดคำ�ถามในแบบ 
นักคณิตศาสตร์ขึ้นเกี่ยวกับความสวยงามของคณิตศาสตร์ที่เราสังเกตเห็นจากผลคูณของจำ�นวนหกหลักที่ 
ทกุหลกัเปน็เลขโดด กบัจำ�นวนเตม็บวกทีมี่ค่านอ้ยกวา่หรอืเทา่กบัสบิ ซึง่จะกลา่วถงึขอ้สงัเกตนีใ้นหวัขอ้ถดัไป  
โดยหวังว่าข้อสังเกตนี้จะนำ�เราไปสู่รูปแบบทั่วไปที่แน่นอนของผลคูณของจำ�นวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็น
เลขโดด กบัจำ�นวนเตม็บวกใด ๆ  ได ้ฉะนัน้หากเราสามารถหารปูแบบทัว่ไปทีแ่นน่อนสำ�หรบัการคำ�นวณหา
ผลคณูของจำ�นวนหลายหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลขโดด กบัจำ�นวนเตม็บวกใด ๆ  ไดก้จ็ะเปน็การเพิม่ความสะดวก 
แมน่ยำ�และรวดเร็วใหม้ากขึน้นัน่เอง สำ�หรับการประยกุตใ์ชจ้ำ�นวนเศษเหลอืในการหารปูแบบทัว่ไปทีแ่นน่อน
ทางพีชคณิตของจำ�นวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด นั้นได้ศึกษาในหลายบทความ ดังนี้ แสงประทีป  
นนกระโทก และอัยเรศ เอีย่มพนัธ ์(2555) ไดศ้กึษาและหารปูแบบทัว่ไปของผลบวกของผลการยกกำ�ลงัสอง
ของจำ�นวนหลายหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลข กบัจำ�นวนหลายหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลข โดยไดพ้บวา่ผลบวกของผล
การยกกำ�ลงัสองนีส้ามารถเขยีนอยูใ่นรปูแบบทัว่ไปทีแ่นน่อนได ้ดงันี ้สำ�หรบัทกุจำ�นวนเตม็บวก n  จะไดว้า่

2

#(9) #(9) #(9) #(0)

(999 9) 999 9 999 9000 0
n n n n= = = =

+ =     

โดยที่สัญลักษณ์ #( )k  แทนจำ�นวนของจำ�นวนเต็ม k  ใด ๆ ที่เรียงติดกัน เช่น 
#(9) 6

999999
=


 

หรือ 
1

1 1 1 1 1

#( 8) 5

4 8 8 8 8 85
=


 

รุ่งธิวา ธิลาใจ และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2555) ได้ศึกษาและหารูปแบบทั่วไปของ

ผลคูณของจำ�นวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นเลข กับจำ�นวนหนึ่งหลัก โดยได้พบว่าผลคูณนี้สามารถเขียนอยู่
ในรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนได้ ดังนี้ สำ�หรับทุกจำ�นวนเต็มบวก n  และ m  ซึ่ง 1 9m≤ ≤  และกำ�หนดให้ 
9 qm r× =

 
โดยที่ 0 8q≤ ≤  และ 0 9r≤ ≤  จะได้ว่า

#(9) #(9) 1

999 9 999 9
n n

m q r
= = −

× =  

เมื่อ q r
 
แทนจำ�นวนเศษเหลือสำ�หรับ 9 m×  โดยอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2554); ณัฐวุฒิ พลอาสา 

และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2556) ได้ให้นิยามของจำ�นวนเศษเหลือสำ�หรับจำ�นวนเต็ม a  ดังนี้ กำ�หนดให้ a  
เป็นจำ�นวนเต็มใด ๆ และ 10b =  จะได้ว่ามีผลหาร q  และเศษเหลือ r  ที่ทำ�ให้ 10a q r= ⋅ +  และ 
0 10r≤ <  นั่นคือ r  เป็นจำ�นวนหนึ่งหลักหรือเลขโดดนั่นเอง นิยามจำ�นวนเศษเหลือสำ�หรับ a  โดย

	 qa r=  	 (I)
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เช่น

 	  	  	  	 

และ 

 	  	  	  	 

เวทิน เกษรพรม และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2556) ได้ศึกษาและหารูปแบบทั่วไปของผลการ 
ยกกำ�ลังสองของจำ�นวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด 9  โดยได้พบว่าผลการยกกำ�ลังสองนี้สามารถ 
เขียนอยู่ในรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนได้ ดังนี้ กำ�หนดให้ n  เป็นจำ�นวนเต็มบวก จะได้ว่า

 

2

#(9) #(9) 1 #(0) 1

(999 9) 999 98000 01
n n n= = − = −

=    

ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอี่ยมพันธ์ (2556) ได้นิยามเซตของจำ�นวนใน (I) ดังบทนิยาม
ต่อไปนี้

บทนิยาม 1 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ เอี่ยมพันธ์, 2556) กำ�หนดให ้

 3 

เปนจํานวนเต็มใด ๆ และ 10b =  จะไดวามีผลหาร q  และเศษเหลือ r  ท่ีทําให 10a q r= ⋅ +  และ 
0 10r≤ <  นั่นคือ r  เปนจํานวนหนึ่งหลักหรือเลขโดดนั่นเอง นิยามจํานวนเศษเหลือสําหรับ a  
โดย 
 qa r=  (I) 
เชน 

0

0

0

0

0 0

1 1

2 2

9 9

=

=

=

=

M M M

 
1

1

1

1

10 0

11 1

12 2

19 9

=

=

=

=

M M M

 
2

2

2

2

20 0

21 1

22 2

29 9

=

=

=

=

M M M

 
10

10

10

10

100 0

101 1

102 2

109 9

=

=

=

=

M M M

 
25

25

25

25

250 0

251 1

252 2

259 9

=

=

=

=

M M M

 

และ  
0

1

1

1

0 0

1 9

2 8

9 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
1

2

2

2

10 0

11 9

12 8

19 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
2

3

3

3

20 0

21 9

22 8

29 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
10

11

11

11

100 0

101 9

102 8

109 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
25

26

26

26

250 0

251 9

252 8

259 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 

เวทิน เกษรพรม และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดศึกษาและหารูปแบบทั่วไปของผลการยกกําลัง
สองของจํานวนหลายหลักที่ทุกหลักเปนเลขโดด 9  โดยไดพบวาผลการยกกําลังสองนี้สามารถ
เขียนอยูในรูปแบบท่ัวไปที่แนนอนได ดังนี้ กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา 

2

#(9) #(9) 1 #(0) 1

(999 9) 999 98000 01
n n n= = − = −

=K K K14243 14243 14243  

ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดนิยามเซตของจํานวนใน (I) ดังบทนิยาม
ตอไปนี้ 

บทนิยาม 1 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) กําหนดให Z R  แทนเซตของจํานวน
ใน (I) ท้ังหมด นั่นคือ 
 { | ,q r q r= ∈Z ZR  และ 0 10}r≤ <  (II) 
และเรียกสมาชิกของ Z R  วา จํานวนเศษเหลือ (remainder number) 

 กอนท่ีจะกลาวถึงทฤษฎีบทหลักในหัวขอตอไป และนําทฤษฎีบทไปประยุกตใช เพื่อให
เขาใจผลลัพธจากทฤษฎีบทไดงายข้ึน จะแนะนําการแปลงจํานวนเศษเหลือกลับเปนเลขฐานสิบท่ี
ทุกคนคุนเคย 
 เพื่อความสะดวก จะเขียนจํานวนเศษเหลือ 0 r  ดวย r  สําหรับทุกจํานวนเต็ม 0 10r≤ <  

 แทนเซตของ
จำ�นวนใน (I) ทั้งหมด นั่นคือ

	

 3 
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=

=

=
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2

2

2
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=
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=

=

=
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259 9
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=

=
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และ  
0

1

1

1
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1 9

2 8
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−

−

−

−
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− =

− =

− =
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=K K K14243 14243 14243  
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บทนิยาม 1 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) กําหนดให Z R  แทนเซตของจํานวน
ใน (I) ท้ังหมด นั่นคือ 
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 กอนท่ีจะกลาวถึงทฤษฎีบทหลักในหัวขอตอไป และนําทฤษฎีบทไปประยุกตใช เพื่อให
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 เพื่อความสะดวก จะเขียนจํานวนเศษเหลือ 0 r  ดวย r  สําหรับทุกจํานวนเต็ม 0 10r≤ <  

 และ 0 10}r≤ < 	 (II)

และเรียกสมาชิกของ 
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0 10r≤ <  นั่นคือ r  เปนจํานวนหนึ่งหลักหรือเลขโดดนั่นเอง นิยามจํานวนเศษเหลือสําหรับ a  
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เวทิน เกษรพรม และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดศึกษาและหารูปแบบทั่วไปของผลการยกกําลัง
สองของจํานวนหลายหลักที่ทุกหลักเปนเลขโดด 9  โดยไดพบวาผลการยกกําลังสองนี้สามารถ
เขียนอยูในรูปแบบท่ัวไปที่แนนอนได ดังนี้ กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา 
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ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดนิยามเซตของจํานวนใน (I) ดังบทนิยาม
ตอไปนี้ 

บทนิยาม 1 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) กําหนดให Z R  แทนเซตของจํานวน
ใน (I) ท้ังหมด นั่นคือ 
 { | ,q r q r= ∈Z ZR  และ 0 10}r≤ <  (II) 
และเรียกสมาชิกของ Z R  วา จํานวนเศษเหลือ (remainder number) 

 กอนท่ีจะกลาวถึงทฤษฎีบทหลักในหัวขอตอไป และนําทฤษฎีบทไปประยุกตใช เพื่อให
เขาใจผลลัพธจากทฤษฎีบทไดงายข้ึน จะแนะนําการแปลงจํานวนเศษเหลือกลับเปนเลขฐานสิบท่ี
ทุกคนคุนเคย 
 เพื่อความสะดวก จะเขียนจํานวนเศษเหลือ 0 r  ดวย r  สําหรับทุกจํานวนเต็ม 0 10r≤ <  

 ว่า จำ�นวนเศษเหลือ (remainder number)
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ปีที่ 8 ฉบับที่ 1

กรกฎาคม – ธันวาคม 2556

หัวข้อต่อไปจะแสดงถึงผลการศึกษาหลักของบทความนี้ ซึ่งประกอบด้วยความสัมพันธ์ของ 
ผลคณูของจำ�นวนหกหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลขโดด 9  กบัจำ�นวนเตม็บวกทีม่คีา่นอ้ยกวา่หรอืเทา่กบัสบิ จนนำ�ไปสู ่
การศกึษาผลคณูของจำ�นวนหลายหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลขโดด 9  กบัจำ�นวนเตม็บวกใด ๆ  อกีทัง้ยงัใหต้วัอยา่ง
ที่ได้ประยุกต์ใช้ผลการศึกษาด้วย

ข้อสังเกตและรูปแบบทั่วไปที่แน่นอน

จากการสังเกตผลคูณของจำ�นวนหกหลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด 9  กับจำ�นวนเต็มบวก n  เมื่อ 
ทำ�ใหเ้ราพบความสมัพนัธบ์างอยา่งทีน่า่สนใจของผลคณู 999999 n×  และเขยีนแสดงความสมัพนัธไ์ดด้งันี้

	  	

				    (III)

สังเกตว่าจำ�นวนของเลขโดด 9  ของจำ�นวน 999999  เท่ากับ 6  นั้นมีผลต่อผลคูณของจำ�นวน 
999999  กับจำ�นวนเต็มบวก n  ซึ่งเลขโดดหลักหน่วยของผลคูณ คือเลขโดด 10 n− , เลขโดดหลักล้าน 
ของผลคูณ คือเลขโดด 1n −  และเลขโดดหลักที่เหลือ คือเลขโดด 9  ซึ่งมีจำ�นวนเท่ากับ 5  นั่นคือ  
ผลคูณของจำ�นวน 999999  กับจำ�นวนเต็มบวก n  เท่ากับ ( 1)99999(10 )n n− −  เมื่อ 1 10n≤ ≤

ตวัอยา่งตอ่ไปนีจ้ะนำ�ไปสูก่ารศกึษาของบทความนี ้โดยเริม่คาดเดาจากขอ้สงัเกตทีเ่ราพบเปน็จรงิ
สำ�หรับจำ�นวนเต็มบวก 11n =

23 1 18 2

3 2 1

1

8 47 9 9 745 (8 23)4(7 1)(9 18)(9 2)745
148 7 1745

314(8 2)(7 1)1745
314 081745
31(4 1)081745
315081745

= + + + +
=
= + +
=
= +
=

999999 1 0999999

999999 2 1999998

999999 3 2999997

999999 4 3999996

999999 5 4999995

999999 6 5999994

999999 7 6999993

999999 8 7999992

999999 9 8999991

999999 10 9999990

× =

× =

× =

× =

× =

× =

× =

× =

× =

× =
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ตัวอย่าง 2 จงหาผลลัพธ์ของ 999999 11×

วิธทีำ� ลองประยกุตใ์ชข้อ้สงัเกตทีเ่ราพบกบัจำ�นวนเตม็บวก 11n =  และการแปลงจำ�นวนเตม็ใด ๆ   
เป็นจำ�นวนเศษเหลือ จะได้ว่า 110 0=  และ 110 11 1 9−− = − =  ฉะนั้นผลลัพธ์ของ 999999 11×  
สามารถคำ�นวณได้จากข้อสังเกต ดังนี้

และจากการคำ�นวณด้วยวิธีปกติ จะได้ว่า 999999 11 10999989× =  ดังนั้นผลลัพธ์จาก
การคำ�นวณผลคูณ 999999 11×  ด้วยวิธีจากข้อสังเกตที่เราพบนั้นถูกต้อง			     

จากตัวอย่าง 2 เราพบว่าผลลัพธ์ที่ได้มีลักษณะเหมือนกับข้อสังเกตที่พบ ทำ�ให้เกิดคำ�ถามขึ้น
ดังต่อไปนี้

1.	 สามารถเขียนรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนของผลคูณของจำ�นวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด  
9  กับจำ�นวนเต็มบวกใด ๆ ได้หรือไม่

2.	 หากสามารถเขียนรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนของผลคูณของจำ�นวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็น 
เลขโดด 9  กับจำ�นวนเต็มบวกใด ๆ ได้ แล้วรูปแบบทั่วไปของผลคูณนี้มีลักษณะเหมือนกับข้อสังเกต 
ที่เราพบหรือไม่

การแปลงจำ�นวนเต็มบวกเป็นจำ�นวนเศษเหลือนั้นจะสังเกตเห็นว่าทำ�ได้ง่าย แต่หากจะแปลง
จำ�นวนเต็มลบเป็นจำ�นวนเศษเหลือนั้นทำ�ได้ไม่ง่ายนัก ดังนั้นบทตั้ง 3 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ  
เอี่ยมพันธ์, 2556) มีประโยชน์อย่างมากสำ�หรับการแปลงจำ�นวนเต็มลบเป็นจำ�นวนเศษเหลือ โดยได้แสดง
ให้เห็นถึงลักษณะของจำ�นวนเศษเหลอืของจำ�นวนเตม็ลบดว้ย ยิง่ไปกวา่นัน้ยงัไดน้ยิามการดำ�เนนิการทวภิาค 
(binary operation)  บน 
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เขียนอยูในรูปแบบท่ัวไปที่แนนอนได ดังนี้ กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา 

2

#(9) #(9) 1 #(0) 1

(999 9) 999 98000 01
n n n= = − = −

=K K K14243 14243 14243  

ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดนิยามเซตของจํานวนใน (I) ดังบทนิยาม
ตอไปนี้ 

บทนิยาม 1 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) กําหนดให Z R  แทนเซตของจํานวน
ใน (I) ท้ังหมด นั่นคือ 
 { | ,q r q r= ∈Z ZR  และ 0 10}r≤ <  (II) 
และเรียกสมาชิกของ Z R  วา จํานวนเศษเหลือ (remainder number) 

 กอนท่ีจะกลาวถึงทฤษฎีบทหลักในหัวขอตอไป และนําทฤษฎีบทไปประยุกตใช เพื่อให
เขาใจผลลัพธจากทฤษฎีบทไดงายข้ึน จะแนะนําการแปลงจํานวนเศษเหลือกลับเปนเลขฐานสิบท่ี
ทุกคนคุนเคย 
 เพื่อความสะดวก จะเขียนจํานวนเศษเหลือ 0 r  ดวย r  สําหรับทุกจํานวนเต็ม 0 10r≤ <  

โดย

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s

a r s r s a
+

+ +

+ ≤ + ≤
=  + ≥ + =

(  สำ�หรับทุก 

และได้พิสูจน์ว่า 
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การดําเนินการทวิภาค (binary operation) (  บน Z R  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s

a r s r s a
+

+ +

+ ≤ + ≤⎧
= ⎨ + ≥ + =⎩

( สําหรับทุก ,q tr s∈ Z R  

และไดพิสูจนวา ,Z R (  เปนกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกลาวไวดังนี้ กรุป (group) (Rotman, 
2005) คือระบบคณิตศาสตร ,G  เมื่อ  เปนการดําเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  
(บางคร้ังเราเรียกวาฟงกชัน  สอดคลองสมบัติการปด (closure property)) ซ่ึงสอดคลองกับสมบัติ
สามขอ คือสมบัติการเปลี่ยนหมู (associative property) มีเอกลักษณซาย (left identity) และทุก
สมาชิกมีตัวผกผันซาย (left inverse) 

บทตั้ง 3 ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ. (2556) กําหนดให n∈N  ซ่ึง qn r=  ดังนั้น 

 
( 1)

0 ; 0

(10 ) ; 0
q

q

r
n

r r
−

− +

=⎧⎪− = ⎨
− ≠⎪⎩

 (IV) 

 จากการดําเนินการทวิภาค (  บนกรุปของจํานวนเศษเหลือ Z R  พบวา (มัณทิยา ครุทธ
มงคล และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556)  

110 9 10 (9 ) 0 (9 )n n n− + = + − = −(  
สําหรับทุกจํานวนนับ n  เม่ือ 9 n−  จะตองถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ ฉะนั้นโดยบทต้ัง 3 ทําให
เราแปลงจํานวน 9 n−  เปนจํานวนเศษเหลือไดดังนี้ 

0

( 1)

(9 ) ; 9
9

(10 ) ; 10, 9q q

n n
n

r n n r− +

− ≤⎧⎪− = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

 

ทําใหไดวา 
0

1
( 1)

1

(9 ) ; 9
10 9 0

(10 ) ; 10, 9

(9 ) ; 9

(10 ) ; 10, 9

q q

q q

n n
n

r n n r

n n

r n n r

− +

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

− ≤⎧⎪= ⎨
− ≥ − =⎪⎩

(

 

ดังนั้นเราสรุปไดเปนบทตั้งตอไปน้ี 

บทตั้ง 4 (มัณทิยา ครุทธมงคล และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) สําหรับทุกจํานวนนับ n  จะไดวา 
1

1

(9 ) ; 9
10 9

(10 ) ; 10, 9

(9 )

q q

n n
n

r n n r

n

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

= −

 

เม่ือ 9 n−  ถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ 

เป็นกรุป (group) ซึ่งนิยามของกรุปกล่าวไว้ดังนี้ กรุป (group) 
(Rotman, 2005) คือระบบคณิตศาสตร์ ,G �

 
เมื่อ  เป็นการดำ�เนินการทวิภาค (binary operation) 

บน G  (บางครั้งเราเรียกว่าฟังก์ชัน  สอดคล้องสมบัติการปิด (closure property)) ซึ่งสอดคล้องกับ
สมบัติสามข้อ คือสมบัติการเปลี่ยนหมู่ (associative property) มีเอกลักษณ์ซ้าย (left identity) และ
ทุกสมาชิกมีตัวผกผันซ้าย (left inverse)

1 1

999999 11 (11 1)99999(10 11)

(10)99999( 1)

099999 9

109999(9 ( 1))9

10999989

−

× = − −

= −

=

= + −

=
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การดําเนินการทวิภาค (binary operation) (  บน Z R  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s

a r s r s a
+

+ +

+ ≤ + ≤⎧
= ⎨ + ≥ + =⎩

( สําหรับทุก ,q tr s∈ Z R  

และไดพิสูจนวา ,Z R (  เปนกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกลาวไวดังนี้ กรุป (group) (Rotman, 
2005) คือระบบคณิตศาสตร ,G  เมื่อ  เปนการดําเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  
(บางคร้ังเราเรียกวาฟงกชัน  สอดคลองสมบัติการปด (closure property)) ซ่ึงสอดคลองกับสมบัติ
สามขอ คือสมบัติการเปลี่ยนหมู (associative property) มีเอกลักษณซาย (left identity) และทุก
สมาชิกมีตัวผกผันซาย (left inverse) 

บทตั้ง 3 ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ. (2556) กําหนดให n∈N  ซ่ึง qn r=  ดังนั้น 

 
( 1)

0 ; 0

(10 ) ; 0
q

q

r
n

r r
−

− +

=⎧⎪− = ⎨
− ≠⎪⎩

 (IV) 

 จากการดําเนินการทวิภาค (  บนกรุปของจํานวนเศษเหลือ Z R  พบวา (มัณทิยา ครุทธ
มงคล และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556)  

110 9 10 (9 ) 0 (9 )n n n− + = + − = −(  
สําหรับทุกจํานวนนับ n  เม่ือ 9 n−  จะตองถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ ฉะนั้นโดยบทต้ัง 3 ทําให
เราแปลงจํานวน 9 n−  เปนจํานวนเศษเหลือไดดังนี้ 

0

( 1)

(9 ) ; 9
9

(10 ) ; 10, 9q q

n n
n

r n n r− +

− ≤⎧⎪− = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

 

ทําใหไดวา 
0

1
( 1)

1

(9 ) ; 9
10 9 0

(10 ) ; 10, 9

(9 ) ; 9

(10 ) ; 10, 9

q q

q q

n n
n

r n n r

n n

r n n r

− +

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

− ≤⎧⎪= ⎨
− ≥ − =⎪⎩

(

 

ดังน้ันเราสรุปไดเปนบทตั้งตอไปน้ี 

บทตั้ง 4 (มัณทิยา ครุทธมงคล และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) สําหรับทุกจํานวนนับ n  จะไดวา 
1

1

(9 ) ; 9
10 9

(10 ) ; 10, 9

(9 )

q q

n n
n

r n n r

n

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

= −

 

เม่ือ 9 n−  ถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ 



048

วารสารวิชาการ าชภัฏตะวันตกร

ปีที่ 8 ฉบับที่ 1

กรกฎาคม – ธันวาคม 2556
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การดําเนินการทวิภาค (binary operation) (  บน Z R  โดย 

( )

( ) ; 0 9
; 10,

q t
q t

q t b b

r s r s
r s

a r s r s a
+

+ +

+ ≤ + ≤⎧
= ⎨ + ≥ + =⎩

( สําหรับทุก ,q tr s∈ Z R  

และไดพิสูจนวา ,Z R (  เปนกรุป (group) ซ่ึงนิยามของกรุปกลาวไวดังนี้ กรุป (group) (Rotman, 
2005) คือระบบคณิตศาสตร ,G  เมื่อ  เปนการดําเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  
(บางคร้ังเราเรียกวาฟงกชัน  สอดคลองสมบัติการปด (closure property)) ซ่ึงสอดคลองกับสมบัติ
สามขอ คือสมบัติการเปลี่ยนหมู (associative property) มีเอกลักษณซาย (left identity) และทุก
สมาชิกมีตัวผกผันซาย (left inverse) 

บทตั้ง 3 ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ. (2556) กําหนดให n∈N  ซ่ึง qn r=  ดังนั้น 

 
( 1)

0 ; 0

(10 ) ; 0
q

q

r
n

r r
−

− +

=⎧⎪− = ⎨
− ≠⎪⎩

 (IV) 

 จากการดําเนินการทวิภาค (  บนกรุปของจํานวนเศษเหลือ Z R  พบวา (มัณทิยา ครุทธ
มงคล และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556)  

110 9 10 (9 ) 0 (9 )n n n− + = + − = −(  
สําหรับทุกจํานวนนับ n  เม่ือ 9 n−  จะตองถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ ฉะนั้นโดยบทต้ัง 3 ทําให
เราแปลงจํานวน 9 n−  เปนจํานวนเศษเหลือไดดังนี้ 

0

( 1)

(9 ) ; 9
9

(10 ) ; 10, 9q q

n n
n

r n n r− +

− ≤⎧⎪− = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

 

ทําใหไดวา 
0

1
( 1)

1

(9 ) ; 9
10 9 0

(10 ) ; 10, 9

(9 ) ; 9

(10 ) ; 10, 9

q q

q q

n n
n

r n n r

n n

r n n r

− +

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

− ≤⎧⎪= ⎨
− ≥ − =⎪⎩

(

 

ดังน้ันเราสรุปไดเปนบทตั้งตอไปน้ี 

บทตั้ง 4 (มัณทิยา ครุทธมงคล และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) สําหรับทุกจํานวนนับ n  จะไดวา 
1

1

(9 ) ; 9
10 9

(10 ) ; 10, 9

(9 )

q q

n n
n

r n n r

n

−

− ≤⎧⎪− + = ⎨
− ≥ − =⎪⎩

= −

 

เม่ือ 9 n−  ถูกแปลงเปนจํานวนเศษเหลือ 

 ซึง่ qn r=  
ดงันัน้

 

				    (IV)

	

จากการดำ�เนินการทวิภาค ( บนกรุปของจำ�นวนเศษเหลือ 
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เปนจํานวนเต็มใด ๆ และ 10b =  จะไดวามีผลหาร q  และเศษเหลือ r  ท่ีทําให 10a q r= ⋅ +  และ 
0 10r≤ <  นั่นคือ r  เปนจํานวนหนึ่งหลักหรือเลขโดดนั่นเอง นิยามจํานวนเศษเหลือสําหรับ a  
โดย 
 qa r=  (I) 
เชน 

0

0

0

0

0 0

1 1

2 2

9 9

=

=

=

=

M M M

 
1

1

1

1

10 0

11 1

12 2

19 9

=

=

=

=

M M M

 
2

2

2

2

20 0

21 1

22 2

29 9

=

=

=

=

M M M

 
10

10

10

10

100 0

101 1

102 2

109 9

=

=

=

=

M M M

 
25

25

25

25

250 0

251 1

252 2

259 9

=

=

=

=

M M M

 

และ  
0

1

1

1

0 0

1 9

2 8

9 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
1

2

2

2

10 0

11 9

12 8

19 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
2

3

3

3

20 0

21 9

22 8

29 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
10

11

11

11

100 0

101 9

102 8

109 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 
25

26

26

26

250 0

251 9

252 8

259 1

−

−

−

−

− =

− =

− =

− =

M M M

 

เวทิน เกษรพรม และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดศึกษาและหารูปแบบทั่วไปของผลการยกกําลัง
สองของจํานวนหลายหลักที่ทุกหลักเปนเลขโดด 9  โดยไดพบวาผลการยกกําลังสองนี้สามารถ
เขียนอยูในรูปแบบท่ัวไปที่แนนอนได ดังนี้ กําหนดให n  เปนจํานวนเต็มบวก จะไดวา 

2

#(9) #(9) 1 #(0) 1

(999 9) 999 98000 01
n n n= = − = −

=K K K14243 14243 14243  

ณัฐวุฒิ พลอาสา และอัยเรศ เอ่ียมพันธ (2556) ไดนิยามเซตของจํานวนใน (I) ดังบทนิยาม
ตอไปนี้ 

บทนิยาม 1 (ณัฐวุฒิ พลอาสา และ อัยเรศ เอ่ียมพันธ, 2556) กําหนดให Z R  แทนเซตของจํานวน
ใน (I) ท้ังหมด นั่นคือ 
 { | ,q r q r= ∈Z ZR  และ 0 10}r≤ <  (II) 
และเรียกสมาชิกของ Z R  วา จํานวนเศษเหลือ (remainder number) 

 กอนท่ีจะกลาวถึงทฤษฎีบทหลักในหัวขอตอไป และนําทฤษฎีบทไปประยุกตใช เพื่อให
เขาใจผลลัพธจากทฤษฎีบทไดงายข้ึน จะแนะนําการแปลงจํานวนเศษเหลือกลับเปนเลขฐานสิบท่ี
ทุกคนคุนเคย 
 เพื่อความสะดวก จะเขียนจํานวนเศษเหลือ 0 r  ดวย r  สําหรับทุกจํานวนเต็ม 0 10r≤ <  

 พบว่า (มัณทิยา ครุทธมงคล 
และ อัยเรศ เอี่ยมพันธ์, 2556) 

110 9 10 (9 ) 0 (9 )n n n− + = + − = −(

ส ำ�หรับทุกจำ�นวนนับ n  เมื่อ 9 n−  จะต้องถูกแปลงเป็นจำ�นวนเศษเหลือ ฉะนั้นโดยบทตั้ง 3 ทำ�ให้เรา
แปลงจำ�นวน 9 n−  เป็นจำ�นวนเศษเหลือได้ดังนี้

        
0

( 1)

(9 ) ; 9
9

(10 ) ; 10, 9q q

n n
n

r n n r− +

− ≤− = 
− ≥ − =

ทำ�ให้ได้ว่า

    

0
1

( 1)

1

(9 ) ; 9
10 9 0

(10 ) ; 10, 9

(9 ) ; 9

(10 ) ; 10, 9

q q

q q

n n
n

r n n r

n n

r n n r

− +

−

− ≤− + = 
− ≥ − =

− ≤= 
− ≥ − =

(

ดังนั้นเราสรุปได้เป็นบทตั้งต่อไปนี้

บทตัง้ 4 (มณัทยิา ครุทธมงคล และ อยัเรศ เอีย่มพนัธ,์ 2556) สำ�หรบัทกุจำ�นวนนบั n  จะไดว้า่

 

1

1

(9 ) ; 9
10 9

(10 ) ; 10, 9

(9 )

q q

n n
n

r n n r

n

−

− ≤− + = 
− ≥ − =

= −

เมื่อ 9 n−  ถูกแปลงเป็นจำ�นวนเศษเหลือ

โดยบทตั้ง ทำ�ให้เราสามารถหารูปแบบทั่วไปของผลคูณของจำ�นวน 999999  กับจำ�นวน 
เต็มบวกใด ๆ ได้ ดังทฤษฎีบทต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 5 สำ�หรับทุกจำ�นวนเต็มบวก n  จะได้ว่า

	  			   (V)

( 1)

0 ; 0

(10 ) ; 0
q

q

r
n

r r
−

− +

=− = 
− ≠

#(9) 5

999999 ( 1)99999(10 )n n n
=

× = − −
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การพิสูจน์ กำ�หนดให้ ( )P n  แทนข้อความ

 

สำ�หรับทุกจำ�นวนเต็มบวก n  เนื่องจาก 
 

จะได้ว่า (1)P  เป็นจริง สมมติว่า ( )P k  เป็นจริง สำ�หรับจำ�นวนเต็มบวก k  นั่นคือ

 

เราจะแสดงว่า ( 1)P k +  เป็นจริง พิจารณา 

#(9) 5

999999 ( 1)99999(10 )n n n
=

× = − −

#(9) 5

999999 1 0999999

(1 1)99999(10 1)
=

× =

= − −

#(9) 5

999999 ( 1)99999(10 )k k k
=

× = − −

1

1

#(9) 5 #(9) 5

1 1 1 1 1

#( 8) 5

1 1 1 1 1 1

#( 8) 5

#(9) 5

#(9) 5

999999 ( 1) (999999 ) (999999 1)

( 1)99999(10 ) 0999999

( 1) 8 8 8 8 8(10 9)

( 1) 8 8 8 8 8 (9 )

( 1 1)99999(9 )

99999(9 )

((

k k

k k

k k

k k

k k

k k

k

= =

=

=

=

=

× + = × + ×

= − − +

= − − +

= − −

= − + −

= −

= +

 









#(9) 5

1) 1)99999(10 ( 1))k
=

− − +

ฉะนั้น ( 1)P k +  เป็นจริง ดังนั้นโดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ จะได้ว่า

 

สำ�หรับทุกจำ�นวนเต็มบวก n 	

#(9) 5

999999 ( 1)99999(10 )n n n
=

× = − −
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ตัวอย่าง 6 จงหาค่าของ 999999 39×

วิธีทำ� โดยบทตั้ง 3 และทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า

#(9) 5

3 3
#(9) 5

999999 39 (38)99999( 29)

899999 1

38999961

=

−
=

× = −

=

=





ตรวจคำ�ตอบด้วยคอมพิวเตอร์

ภาพที่ 1: ผลคูณ 999999 39×

ตัวอย่าง 7 จงหาค่าของ 999999 987654321×

วิธีทำ� โดยบทตั้ง 3 และทฤษฎีบท 5 จะได้ว่า

 8 

#(9) 5

3 3
#(9) 5

999999 39 (38)99999( 29)

899999 1

38999961

=

−
=

× = −

=

=

123

123  

ตรวจคําตอบดวยคอมพิวเตอร 

 
ภาพท่ี 1: ผลคูณ 999999 39×  

ตัวอยาง 7 จงหาคาของ 999999 987654321×  
วิธีทํา โดยบทตั้ง 3 และทฤษฎีบท 5 จะไดวา 

#(9) 5

98765432 98765432
#(9) 5

999999 987654321 (987654320)99999( 987654311)

099999 9

987653333345679

=

−
=

× = −

=

=

123

123  

ตรวจคําตอบดวยคอมพิวเตอร 

 
ภาพท่ี 2: ผลคูณ 999999 987654321×  

 ในทํานองเดียวเดียวกับการพิสูจนทฤษฎีบท 5 เราสามารถหารูปแบบทั่วไปของผลคูณของ
เลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวกใด ๆ ได ดังบทแทรกตอไปน้ี 

บทแทรก 8 สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  จะไดวา 
 9 ( 1)(10 )n n n× = − −  (VI) 

 จากบทแทรก 8 และหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรบนจํานวนหลักของจํานวนหลายหลักท่ี
ทุกหลักเปนเลขโดด 9  เราสามารถหารูปแบบท่ัวไปของผลคูณของจํานวนหลายหลักท่ีทุกหลักเปน
เลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวกใด ๆ ได ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

 

 8 

#(9) 5

3 3
#(9) 5

999999 39 (38)99999( 29)

899999 1

38999961

=

−
=

× = −

=

=

123

123  

ตรวจคําตอบดวยคอมพิวเตอร 

 
ภาพท่ี 1: ผลคูณ 999999 39×  

ตัวอยาง 7 จงหาคาของ 999999 987654321×  
วิธีทํา โดยบทตั้ง 3 และทฤษฎีบท 5 จะไดวา 

#(9) 5

98765432 98765432
#(9) 5

999999 987654321 (987654320)99999( 987654311)

099999 9

987653333345679

=

−
=

× = −

=

=

123

123  

ตรวจคําตอบดวยคอมพิวเตอร 

 
ภาพท่ี 2: ผลคูณ 999999 987654321×  

 ในทํานองเดียวเดียวกับการพิสูจนทฤษฎีบท 5 เราสามารถหารูปแบบทั่วไปของผลคูณของ
เลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวกใด ๆ ได ดังบทแทรกตอไปน้ี 

บทแทรก 8 สําหรับทุกจํานวนเต็มบวก n  จะไดวา 
 9 ( 1)(10 )n n n× = − −  (VI) 

 จากบทแทรก 8 และหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตรบนจํานวนหลักของจํานวนหลายหลักท่ี
ทุกหลักเปนเลขโดด 9  เราสามารถหารูปแบบท่ัวไปของผลคูณของจํานวนหลายหลักท่ีทุกหลักเปน
เลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวกใด ๆ ได ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

 

#(9) 5

98765432 98765432
#(9) 5

999999 987654321 (987654320)99999( 987654311)

099999 9

987653333345679

=

−
=

× = −

=

=





ตรวจคำ�ตอบด้วยคอมพิวเตอร์

ภาพที่ 2: ผลคูณ 999999 987654321×
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ในทำ�นองเดียวเดียวกับการพิสูจน์ทฤษฎีบท 5 เราสามารถหารูปแบบทั่วไปของผลคูณของ 
เลขโดด 9  กับจำ�นวนเต็มบวกใด ๆ ได้ ดังบทแทรกต่อไปนี้

บทแทรก 8 สำ�หรับทุกจำ�นวนเต็มบวก n  จะได้ว่า

				    (VI)

จากบทแทรก 8 และหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์บนจำ�นวนหลักของจำ�นวนหลายหลักที่ 
ทกุหลกัเปน็เลขโดด 9  เราสามารถหารูปแบบทัว่ไปของผลคณูของจำ�นวนหลายหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลขโดด 9   
กับจำ�นวนเต็มบวกใด ๆ ได้ ดังทฤษฎีบทต่อไปนี้

ทฤษฎีบท 9 สำ�หรับทุกจำ�นวนเต็มบวก n  และ m  จะได้ว่า

	  			   (VII)

การพิสูจน์ กำ�หนดให้ ( )P m  แทนข้อความ

 

สำ�หรับทกุจำ�นวนเตม็บวก m  โดยบทแทรก 8 จะไดว้า่ (1)P  เปน็จรงิ สมมตวิา่ ( )P k  เปน็จรงิ  
สำ�หรับจำ�นวนเต็มบวก k  นั่นคือ

 

เราจะแสดงว่า ( 1)P k +  เป็นจริง พิจารณา 

9 ( 1)(10 )n n n× = − −

#(9) #(9) 1

999 9 ( 1)999 9(10 )
m m

n n n
= = −

× = − −  

#(9) #(9) 1

999 9 ( 1)999 9(10 )
m m

n n n
= = −

× = − −  

#(9) #(9) 1

999 9 ( 1)999 9(10 )
k k

n n n
= = −

× = − −  

#(9) 1 #(0) #(9)

#(0) #(9)

#(0) #(9) 1

#(9) 1

999 9 (9000 0 999 9)

(9000 0 ) (999 9 )

( 1)(10 )000 0 ( 1)999 9(10 )

( 1)((10 ) ( 1))999 9(1

k k k

k k

k k

k

n n

n n

n n n n

n n n

= + = =

= =

= = −

= −

× = + ×

= × + ×

= − − + − −

= − − + −

    

  

  



#(9) 1

#(9)

0 )

( 1)9999 9(10 )

( 1)999 9(10 )
k

k

n

n n

n n
= −

=

−

= − −

= − −




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ฉะนั้น ( 1)P k +  เป็นจริง ดังนั้นโดยหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ จะได้ว่า

 

สำ�หรับทุกจำ�นวนเต็มบวก n  และ m  	

ตัวอย่าง 10 จงหาค่าของ 

วิธีทำ� โดยบทตั้ง 3 และทฤษฎีบท 9 จะได้ว่า

#(9) #(9) 1

999 9 ( 1)999 9(10 )
m m

n n n
= = −

× = − −  

#(9) 21

999 9 4321
=

… ×

#(9) 21 #(9) 20

432 432
#(9) 20

999 9 4321 (4320)999 9( 4311)

0999 9 9

4320999999999999999995679

= =

−
=

× = −

=

=

  



ตรวจคำ�ตอบด้วยคอมพิวเตอร์

ภาพที่ 3: ผลคูณ 

บทสรุปและแนวทางการพัฒนาการศึกษา

จากการศึกษาเร่ืองผลคูณของจำ�นวนหกหลกัทีท่กุหลกัเปน็เลขโดด 9  กบัจำ�นวนเตม็บวก n  เมือ่ 
1 10n≤ ≤  ทำ�ให้ได้รูปแบบทั่วไปที่แน่นอนของผลคูณของจำ�นวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด 9  กับ
จำ�นวนเต็มบวกใด ๆ โดยอาศัยทฤษฎีบทที่รู้จักกันดี กล่าวคือหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ และจำ�นวน
เศษเหลือสำ�หรับการแปลงจำ�นวนเต็มใด ๆ มาช่วยในการพิสูจน์ ซึ่งตอบปัญหาทั้งสองข้อของเราได้ ดังนี้

1.	 เราสามารถเขียนรูปแบบทั่วไปที่แน่นอนของผลคูณของจำ�นวนหลายหลักที่ทุกหลักเป็น 
เลขโดด 9  กับจำ�นวนเต็มบวกใด ๆ ได้ดังทฤษฎีบท 9 และสรุปเป็นสูตรสำ�หรับทุกจำ�นวนเต็มบวก n  
และ m  ได้ดังนี้

 10

ตรวจคําตอบดวยคอมพิวเตอร 

 
ภาพท่ี 3: ผลคูณ 

#(9) 21

999 9 4321
=

×K14243  

บทสรุปและแนวทางการพัฒนาการศึกษา 

 จากการศึกษาเร่ืองผลคูณของจํานวนหกหลักท่ีทุกหลักเปนเลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวก 
n  เม่ือ 1 10n≤ ≤  ทําใหไดรูปแบบท่ัวไปที่แนนอนของผลคูณของจํานวนหลายหลักท่ีทุกหลักเปน
เลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวกใด ๆ โดยอาศัยทฤษฎีบทท่ีรูจักกันดี กลาวคือหลักการอุปนัยเชิง
คณิตศาสตร และจํานวนเศษเหลือสําหรับการแปลงจํานวนเต็มใด ๆ มาชวยในการพิสูจน ซ่ึงตอบ
ปญหาท้ังสองขอของเราได ดังนี้ 

1. เราสามารถเขียนรูปแบบท่ัวไปที่แนนอนของผลคูณของจํานวนหลายหลักท่ีทุกหลักเปน
เลขโดด 9  กับจํานวนเต็มบวกใด ๆ ไดดังทฤษฎีบท 9 และสรุปเปนสูตรสําหรับทุก
จํานวนเต็มบวก n  และ m  ไดดังนี้ 

#(9) #(9) 1

999 9 ( 1)999 9(10 )
m m

n n n
= = −

× = − −K K14243 14243  

2. รูปแบบท่ัวไปท่ีแนนอนที่ไดดังทฤษฎีบท 9 นั้นมีลักษณะเหมือนกับขอสังเกตท่ีเราพบ
ใน (III) นั่นคือผลคูณของจํานวน m  หลักท่ีทุกหลักเปนเลขโดด 9   กับจํานวนเต็มบวก 
n  จะอยูในรูปของจํานวนเศษเหลือ โดยที่เลขหลักหนวย คือ 10 n− , เลขหลักท่ีมาก
ท่ีสุด คือ 1n −  และเลขหลักท่ีเหลือ คือเลขโดด 9  ซ่ึงมีจํานวนเทากับ 1m −  

 จากบทความนี้และบทความอ่ืน ๆ ท่ีไดกลาวถึง ผูอานจะสังเกตเห็นวาจํานวนเศษเหลือมี
ประโยชนอยางมากสําหรับการศึกษาลักษณะทางพีชคณิตตาง ๆ ของจํานวนเต็ม ฉะนั้นหากผูอาน
เร่ิมทําการศึกษาลักษณะทางพีชคณิตท่ีนาสนใจของจํานวนเต็มเชนเดียวกับบทความนี้ ผูเขียนคาดวา
นาจะไดสูตรสําหรับการคํานวณเชนกันและสูตรที่ไดจากการศึกษาจะเปนการชวยเพิ่มความสะดวก
ในการคํานวณตาง ๆ และนอกจากผลการศึกษาที่ไดรับแลว ผูอานจะไดพบกับความสวยงามของ
รูปแบบท่ัวไปและการพิสูจนอีกดวย 
 
 

#(9) #(9) 1

999 9 ( 1)999 9(10 )
m m

n n n
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2.	 รูปแบบทั่วไปที่แน่นอนที่ได้ดังทฤษฎีบท 9 นั้นมีลักษณะเหมือนกับข้อสังเกตที่เราพบใน 
(III) นั่นคือผลคูณของจำ�นวน m  หลักที่ทุกหลักเป็นเลขโดด 9  กับจำ�นวนเต็มบวก n  จะอยู่ในรูปของ
จำ�นวนเศษเหลือ โดยที่เลขหลักหน่วย คือ 10 n− , เลขหลักที่มากที่สุด คือ 1n −  และเลขหลักที่เหลือ 
คือ เลขโดด 9  ซึ่งมีจำ�นวนเท่ากับ 1m −

จากบทความนีแ้ละบทความอืน่ ๆ  ทีไ่ดก้ลา่วถงึ ผูอ้า่นจะสงัเกตเหน็วา่จำ�นวนเศษเหลอืมปีระโยชน์
อย่างมากสำ�หรับการศึกษาลักษณะทางพีชคณิตต่าง ๆ ของจำ�นวนเต็ม ฉะนั้นหากผู้อ่านเริ่มทำ�การศึกษา
ลักษณะทางพีชคณิตที่น่าสนใจของจำ�นวนเต็มเช่นเดียวกับบทความนี้ ผู้เขียนคาดว่าน่าจะได้สูตรสำ�หรับ
การคำ�นวณเช่นกันและสูตรที่ได้จากการศึกษาจะเป็นการช่วยเพ่ิมความสะดวกในการคำ�นวณต่าง ๆ และ
นอกจากผลการศึกษาที่ได้รับแล้ว ผู้อ่านจะได้พบกับความสวยงามของรูปแบบทั่วไปและการพิสูจน์อีกด้วย
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